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Пасіка В., Коруняк П., Крента Н., Гончарук О. Курсова робота з дисципліни «Теорія механізмів і машин» як 
підґрунтя майбутніх наукових досліджень 
У статті розглянуто питання формування теми курсових робіт з дисципліни «Теорія механізмів і машин», яка б 
відповідала сучасним технологіям проведення теоретичних досліджень з використання комп’ютерної техніки. Су-
часний розвиток комп’ютерної техніки, програмного забезпечення та їх доступність дозволяють усучаснити й роз-
ширити завдання на курсову роботу. Показано, що заміна графоаналітичних методів аналітичними не тільки ви-
вільнить час на виконання курсової роботи, а й дозволить ознайомити студентів з першими двома етапами проєкту-
вання механізмів і машин – задачами синтезу та аналізу. 
У статті проведено кінематичний синтез чотириланкового важільного механізму за крайніми позиціями виконавчої 
ланки (коромисла) і визначено довжини ланок. Показано схему кінематичного ланцюга урухомлення виконавчого 
механізму та її динамічну модель. Проведено динамічний синтез виконавчого важільного механізму і визначено 
зведені моменти інерції та сил опору до корби. Записана математична модель руху ланки зведення (корби). Для 
спрощення математичних обчислень зведені момент інерції і сил опору прийнято сталими. Стійкий інтервал роботи 
електродвигуна апроксимовано прямою лінією і визначено її коефіцієнти. За максимальним моментом сил опору 
визначено марку електродвигуна та передавальне число редуктора кінематичного ланцюга. Для синтезованого 
закону руху корби проведено кінематичний та кінетостатичний аналізи важільного механізму. Обчислено кінема-
тичні характеристики ланок механізму та реакції в кінематичних парах. Результати обчислень показані у вигляді 
графіків і годографів сил. Для перевірки правильності аналітичних обчислень зрівноважувальний момент обчисле-
но двома способами і порівняно отримані результати. 
Ключові слова: теорія механізмів і машин, кінематичний ланцюг, динамічний синтез, кінематичний і динамічний 
аналізи, механічна характеристики асинхронного електродвигуна. 

 
Pasika V., Koruniak P., Krenta N., Honcharuk O. Term paper on the Theory of mechanisms and machines as a 
basis for future scientific research 
The article considers the issue of composing the topic of the term paper in the Тheory of mechanisms and machines, which 
would correspond to the modern technologies of conducting theoretical research on the use of computer technology. The 
modern development of computer technology, software and their availability allows modernizing and expanding the tasks 
for the term paper. It is shown that replacement of the graph-analytical methods with analytical ones will not only free up 
time for the term paper, but will also allow students to get acquainted with the first two stages of designing mechanisms and 
machines – tasks of synthesis and analysis. 
In the article, a kinematic synthesis of a crank-and-rocker mechanism is carried out according to the extreme positions of 
the executive link (rocker arm) and the lengths of the links are determined. The scheme of the kinematic chain of an 
actuator drive and its dynamic model is shown. A dynamic synthesis of the executive lever mechanism is carried out and the 
combined moments of inertia and forces of resistance to the crank are determined. A mathematical model of movement of 
the crank is recorded. To simplify mathematical calculations, the combined moment of inertia and resistance forces are 
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assumed as constant. A straight line approximates the stable interval of operation of the electric motor and its coefficients 
are determined. The formula for the angular speed of the crank is given and its graph is plotted. The brand of the electric 
motor and the gear ratio of the kinematic chain reducer are determined by the maximum moment of the resistance forces. 
For the synthesized law of crank motion, the kinematic and force analysis of the lever mechanism was carried out. The 
kinematic characteristics of the mechanism links and reactions in kinematic pairs were calculated. The results of 
calculations are shown in the form of graphs and hodographs of forces. To check the correctness of the analytical 
calculations, the balancing moment is calculated in two ways and the obtained results are compared. 
Key words: theory of mechanisms and machines, kinematic chain, dynamic synthesis, kinematic and dynamic analysis, 
mechanical characteristic of an asynchronous electric motor. 

 
Постановка проблеми. Щоб створювати 

міцні, надійні, високопродуктивні, але водночас 
легкі машини, що мають мінімальні металоміст-
кість та енергозатрати, необхідно володіти знан-
нями з низки дисциплін. Однією з таких дисцип-
лін є теорія механізмів і машин (ТММ). 

Проєктування будь-якої машини починають 
з вибору структури, визначення її кінематичних і 
динамічних параметрів. Далі на основі отриманих 
результатів розробляють конструкцію, вибирають 
поперечні розміри і матеріали кожної деталі зок-
рема. Закінчують проєктування вибором методів і 
засобів виготовлення тієї чи іншої конструкції. 
Очевидно, що вибір структури механізму, точність 
проведення обчислень її кінематичних і динаміч-
них параметрів є визначальними у створенні но-
вих машин. У більшості закладів вищої освіти 
України в курсовій роботі обчислення параметрів 
проводять графоаналітичними методами, які в 
сучасних умовах не можна вважати ефективними. 
До того ж на курсову роботу винесено три ме-
ханізми, які між собою кінематично не пов’язані. 
Студент не бачить і не розуміє ролі цих механізмів 
у кінематичному ланцюгу урухомлення виконав-
чого органа.  

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. 

Останніми десятиліттями, і особливо останніми 
роками, час аудиторних занять із загальноінженер-
них дисциплін суттєво зменшений. Так, на дисци-
пліну «Теорія механізмів і машин» відведено на 
лекції, практичні та лабораторні заняття по одній 
годині в тиждень. Зменшення кількості аудитор-
них годин, заміна курсового проєкту на курсову 
роботу заставляє по-іншому підійти до формуван-
ня тем курсових робіт із дисципліни ТММ. Цьому 
сприяють і сучасний розвиток комп’ютерної тех-
ніки, програмного забезпечення та їх доступність. 
Організація економічного співробітництва та роз-
витку (ОЕСР) ще у 2019 р. заявила про три мега-
тренди, які впливають на майбутнє освіти [11]. 
Серед них є і мегатренд «цифровізація». Сьогодні 
«освіта відстає від цифровізації, і необхідно до-
класти більше зусиль, щоб скористатися інстру-

ментами та сильними сторонами нових техноло-
гій…» [8]. У таких умовах перед викладачем по-
стає дилема: або поверхово познайомити студентів 
із найбільш поширеними механізмами без конкре-
тики проведених обчислень чи досліджень, або 
зробити акцент на чомусь одному. Проте й тут 
необхідно робити вибір: розглядати важільні, зу-
бчасті, кулачкові чи механізми руху або комбіно-
вані? Обмежитись визначенням лише кінематич-
них чи силових характеристик? Розглядати меха-
нізм як окрему самостійну одиницю чи як елемент 
у кінематичному переривчастому ланцюгу урухо-
млення виконавчого органа? Проводити аналіз 
шестиланкових механізмів чи з урахуванням зме-
ншення часу аудиторних занять зупинитись на 
чотириланкових? Варіантів, як бачимо, багато, і 
вибір тут залежить від викладача та від специфіки 
конкретного університету. 

На сьогодні в багатьох університетах Украї-
ни курсові роботи виконують графоаналітичними 
методами, які затратні за часом, мають низьку 
точність і, що головне, не дозволяють проводити 
аналітичні дослідження. Використання комп’ю-
терної техніки дасть змогу не лише скоротити час 
числових обчислень, а й по-іншому підійти до 
формулювання теми роботи. Дозволить ознайоми-
ти студентів з елементами досліджень і першими 
двома етапами проєктування механізмів і машин. 
У деяких університетах (Харків [2], Хмельниць-
кий [5], Івано-Франківськ [6]) значно скоротили 
або відмовились від затратних за часом графоана-
літичних методів дослідження механізмів. У них 
розроблені аналітичні методи й обчислювальні 
програми, які уможливлюють проведення аналізу 
кінематичних і динамічних характеристик меха-
нізмів. Однак і тут на курсову роботу винесені ме-
ханізми, які кінематично не пов’язані між собою.  

 
Постановка завдання. Сформулювати тему 

курсової роботи і на конкретному прикладі пока-
зати її виконання. Тема курсової має бути комп-
лексною і максимально наближеною до практики. 
Дослідження проводити з використанням ком-
п’ютерної техніки. 



Машини та робочі процеси агропромислового виробництва 

 39 

Виклад основного матеріалу. У процесі 
проведених досліджень використані знання з дис-
циплін: теорія механізмів і машин, теоретична 
механіка, вища математика, електричні машини. 
Обчислення проведені в середовищі MATLAB-18. 

На сьогодні в багатьох університетах курсо-
ва робота містить три розділи: 

– структурний, кінематичний і кінетоста-
тичний аналізи шестиланкових важільних механіз-
мів; 

– синтез зубчастого зачеплення; 
– синтез кулачкового механізму. 
Усі ці розділи самостійні і не залежать один 

від одного. Вони не показують взаємозв’язку між 
різними механізмами в кінематичному ланцюгу 
урухомлення технологічної машини. Не формують 
у студентів цілісного бачення передачі руху від 
двигуна до виконавчого органа. Не дозволяють 
сформулювати і розв’язати основну задачу дина-
міки руху механічних систем з подальшим визна-
ченням зусиль між елементами кінематичного 
ланцюга. Тому, на наш погляд, темою курсової 
роботи з дисципліни «Теорія механізмів і машин» 
мусить бути тема, на основі якої можна показати 
технологію проведення теоретичних досліджень 
на перших двох етапах проєктування машин. Зро-
зуміло, що в межах курсової роботи будуть зроб-
лені певні допущення, які, однак, не змінять тех-
нології проведення досліджень, а лише спростять 
складність математичного апарату. Але тут у ви-
кладача є можливість, у межах наукової роботи зі 
студентами, кількість допущень зменшити і отри-
мати більш реалістичні результати. На наш по-
гляд, темою курсової роботи з ТММ може бути: 
«Динамічний синтез важільного/комбінованого 
механізму за заданим технологічним навантажен-
ням і крайніми положеннями вихідної ланки». У 
результаті виконання роботи необхідно: 

– синтезувати невизначені розміри ланок і 
закон руху урухомчої ланки;  

– підібрати необхідні зубчастий механізм 
та електродвигун; 

– за визначеним законом руху урухомчої 
ланки аналітично обчислити положення, кінема-
тичні характеристики та сили взаємодії між лан-
ками механізму; 

– результати подати у вигляді графічних 
залежностей на аркушах А1 (два або три аркуші). 

Обчислення провести за розробленими на 
кафедрах обчислювальними програмами або са-
мостійно.  

Виконавчим механізмом можуть бути важі-
льні, кулачкові або комбіновані механізми. 

 
 

Рис. 1. Структурна схема важільного механізму 
Fig. 1. Structural diagram of a lever mechanism 

 
Завдання на курсову роботу 

Задано структурну схему виконавчого ме-
ханізму (рис. 1) і такі числові дані: 

0,15мa = ;  0,1 мb a= ;  0,25мBCl = ;  / 3BD BCl l= ; 
4 / 3CD BCl l= ; 30 50ϕ = ° ;  3 32ϕ∆ = ° ; 

1 130 об/ хвn = ; 1 22,6 кг; 34,7 кг;m m= =  

3 33,3 кгm = , 
1

20,00035 кгмSI = ; 

2 3

2 20,8356кгм ; 0,74кгмS SI I= = , O 100 HмM = . 
Визначити: 
– довжини ланок механізму; 
– закон руху урухомчої ланки; 
– марку електродвигуна (ЕД); 
–  редуктор для передачі руху від елек-

тродвигуна до корби ОА виконавчого механізму; 
– для синтезованого закону руху корби 

обчислити кінематичні і кінетостатичні характе-
ристики механізму; 

– результати подати у вигляді графіків та 
годографів. 
 

1.1. Структурний аналіз та кінематичний 
синтез механізму 

Кінематичний ланцюг OABC містить 3n =  
рухомі ланки і 4Vp =  кінематичні пари (КП) V 
класу, 0IVp = . За формулою Чебишева обчислю-
ємо рухомість ланцюга: 

3 2 1V IVW n p p= − − = . 
Отже, механізм має одну урухомчу ланку.  
За початковим положенням 30ϕ  і розмахом 

3ϕ∆  коромисла ВС з очевидної системи рівнянь 

1

2

;OB OA AB

OB AB OA

l l l
l l l

= +
 = −

 

визначаємо невідомі довжини гонка АВ і корби 
ОА: 
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1 2 0,013мм
2

OB OB
OA

l l
l

−
= = , 

1 2 0,174мм
2

OB OB
AB

l l
l

+
= = . 

 

1.2. Динамічний синтез 
Кінематичний ланцюг для передавання обе-

ртального руху від ЕД до виконавчого механізму 
зобразимо у вигляді схеми (рис. 2), а його динамі-
чну модель – у вигляді рис. 3. У результаті дина-
мічного синтезу визначимо марку ЕД, передаваль-
не відношення рi  і зведений момент інерції *

РЕДI  

редуктора, закон руху 1( )tϕ  урухомчої ланки (ко-
рби ОА) механізму.  

 

 
 

Рис. 2. Схема кінематичного ланцюга 
Fig. 2. Scheme of a kinematic chain 

 

 
 

Рис. 3. Динамічна модель кінематичного ланцюга 
Fig. 3. Dynamic model of a kinematic chain 
 
Зведений момент інерції механізму *

MI  об-
числюємо з рівності кінетичної енергії ланки зве-
дення і кінетичної енергії всього механізму. Кіне-
тичну енергію корби і коромисла обчислюємо як 
енергію тіла, яке обертається навколо нерухомої 
осі. Гонок виконує складний рух, тому його кіне-
тична енергія містить енергію поступального та 
обертального рухів. З урахуванням викладеного 
зведений момент інерції обчислюємо за виразом 

2

2

22 2
* 32
M 2

1 1 1

S
O S C

v
I I I m I ωω

ω ω ω
    

= + + +    
    

,     (1) 

де 2
1 1 / 3OI m l=  – момент інерції маси корби, 

3

2
3 3C SI I m l= +  – момент інерції маси коромисла за 

обертання навколо КП С, 1 2 3, iω ω ω  ‒ кутові 

швидкості корби, гонка і коромисла, 
2Sv  ‒ швид-

кість центра мас S2 гонка. 

 
 

Рис. 4. Зведений до корби момент інерції механізму 
Fig. 4. Moment of the mechanism inertia reduced 

to the crank 
 

 
 

Рис. 5. Зведений до корби момент сил  
опору механізму 

Fig. 5. Moment of the mechanism resistance 
forces reduced to the crank 

 

Тут і надалі аналітичні залежності для ви-
значення кінематичних характеристик ланок і 
точок на ланках механізму беремо iз [7]. З цими 
уточненнями відношення швидкостей в (1) такі: 
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− −
 ‒ кут нахи-

лу вектора швидкості центра мас 2S до осі абсцис. 
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Кути нахилу 2 3iϕ ϕ  ланок АВ і ВС до осі 
абсцис дорівнюють: 

2 3 2,ϕ β µ ϕ ϕ δ= + = + ,             (2) 

де 
2 2 2

2 3

2 3

arctg , arccos ,
2

C A AC

C A

y y l l l
x x l l

β µ
− + −

= =
−

 

2 2 2
2 3

2

arccos ,
2

AC

AC

l l l
l l

δ
+ −

=  

2 2( ) ( )AC C A C Al x x y y= − + −  

1 1 1 1cos( ), sin( ),A Ax l y lϕ ϕ= =  
,C Cx a y b= = .                      (3) 

Зведений момент *
MM  сил опору механізму 

визначаємо з рівності потужності зведеного мо-
менту і потужностей сил та моментів сил опору 

2 3 O, iG G M : 

2

2

3

*
M 2

1

3 3
3 3 O

1 1

cos(3 / 2 )

cos(3 / 2 )

S
s

s

v
M G

G l M

π γ
ω

ω ωπ γ
ω ω

= − +

+ − +
,       (4) 

де 
3 3 3sign( )

2s
π

γ ϕ ω= +  ‒ кут нахилу вектора  

швидкості КП В до осі абсцис.  
Зведені моменти інерції механізму і сил 

опору показані на рис. 4, 5. 
Оскільки момент інерції важільних механіз-

мів не є сталим, а урухомлювачем технологічних 
машин є ЕД, то математичну модель руху механіз-
му подаємо у формі [4; 7; 9; 10]: 

* 2
* * *1

1 ЕД M 1
( )( ) ( ) ( )

2
dIdI M M

dt d
ϕω ω

ϕ ω ϕ
ϕ

+ = − ,   (5) 

де * * * *
1 ЕД РЕД M( )I I I Iϕ = + +  − зведений до корби 

момент інерції електродвигуна, редуктора і меха-
нізму, *

ЕДM  − зведений до корби рушійний мо-
мент ЕД.  

Дане рівняння нелінійне першого порядку, 
розв’язати яке аналітично неможливо. Тому в 
межах курсового проєкту зробимо такі спрощен-
ня: 

– момент інерції механізму приймаємо ста-
лим, який дорівнює середньому значенню момен-
ту інерції:  

* * 2
M сер 0,1645 кгмI I= = ;

1

*
М 1* *

М сер

( )I
I I

kϕ

ϕ
= = ∑ ,  

де 
1

kϕ – кількість значень аргументу 1ϕ ; 
– зведений момент сил опору  

* *
М 1 сер( ) 17,76 НмM Mϕ = = ; 

1

*
М 1* *

М 1 сер

( )
( )

M
M M

kϕ

ϕ
ϕ = = ∑  

приймаємо сталим, як середнє арифметичне його 
значень. 
 

1.3. Вибір редуктора 
Щоб обчислити зведений момент інерції ре-

дуктора *
РЕДI , необхідно знати кількість проміж-

них валів. Наведемо приклад визначення моментів 
інерції для редукторів з одним проміжним валом, 
які найбільш поширені. У таких редукторах є вхід-
ний і вихідний вали, які з’єднані між собою про-
міжним валом через циліндричні зубчасті колеса. 
Зведений до корби (вихідного вала редуктора) 
момент інерції такого редуктора визначаємо з 
рівності кінетичних енергій валів редуктора і лан-
ки зведення: 

* 2 2
РЕД 1p p 2p 23 3pI I i I i I= + + ,                  (6) 

де 1p 2p 3p, ,I I I  − моменти інерції вхідного (вхід-
ний вал редуктора з’єднаний із валом ЕД), про-
міжного і вихідного (з’єднаний із валом корби 
механізму) валів редуктора, р н 1/і n n=  − необхідне 
передавальне число редуктора, nн – номінальна 
частота обертання ЕД, i23 − передавальне число від 
проміжного вала редуктора до вихідного.  

У межах курсової роботи моменти інерцій 
валів редуктора будуть задані. 

Зведений до корби момент інерції електро-
двигуна  

* 2
ЕД ЕД рI I i= ,                              (7) 

де IЕД − момент інерції ротора, який визначають за 
паспортними даними ЕД. 
 

1.4. Вибір електродвигуна 
Вибір ЕД уже наведений у праці [3]. Тут ми 

повторимо вибір, щоб уявлення про КР було ціліс-
ним.  

За урухомлювач приймаємо асинхронний 
електродвигун, механічна характеристика якого 
показана на рис. 6. Стійку частину НС механічної 
характеристики роботи електродвигуна наближе-
но апроксимуємо прямою лінією  

ЕДM A Bω= + , 

де коефіцієнти ( )н н c/A M ω ω= −  і cB Aω= −  ви-

значаємо за умовами: для н ЕД н ,M Mω ω= → =  

c ЕД 0Mω ω= → = , ωн і ωс ‒ номінальна і син-
хронна кутові швидкості ЕД.  
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Для передавального відношення редуктора 
pi  момент електродвигуна, зведений до корби, 
дорівнюватиме: 

( )*
ЕД pM і A Bω= ⋅ + .                   (8) 

Конкретний ЕД вибираємо за максимальним 
значенням моменту сил опору 

O max 36,98 НмM ≈ −  (див. рис. 5), який створює на 

валу корби потужність 1 O max 1 0,503 кВтP M ω= = , 

де 1
1 13,61 cω −=  ‒ частота обертання корби. Оскі-

льки між валами корби і ЕД є редуктор, то розрахун-
кова потужність на валу ЕД з урахуванням коефіціє-
нта корисної дії редуктора буде 
ЕД р 1 / 0,547 кВтP P η= ≈ , де 0,92η =  ‒ коефіцієнт 
двосхідчастого циліндричного редуктора з двома 
парами прямозубих і косозубих коліс. Зі стандартно-
го ряду [1] за номінальною потужністю вибираємо 
ЕД 4АМ63В2 з такими характеристиками: 

н н
1

н с

1
c

0,55кВт; 2745oб/хв;
287,46 c ; 3000oб/хв;

314,16 c

P n
nω

ω

−

−

= =

= =

=

 

Обчислюємо номінальний момент ЕД 
н н н/ 1,913 НмM P ω= = , коефіцієнти 

А= 0,0716 Нмс і В=22,51 Нм. Тоді момент елек-
тродвигуна, зведений до корби, буде таким: 

( )* н
ЕД

1

0,0716 22,51 Нм
nM
n

ω= − + .          (9) 

 

 
 

Рис. 6. Механічна характеристика асинхронного 
електродвигуна 

Fig. 6. Mechanical characteristics of an asynchronous 
electric motor 

 
1.5. Визначення закону руху урухомчої 

ланки зведення 
Таким чином, усі параметри, які входять у рів-

няння (5), визначені за (1), (4), (6), (7), (8) або (9). 

З прийнятими допущеннями диференціаль-
не рівняння (5) руху механізму, зведеного до кор-
би, буде таким:  

( )* *
сер р сер

dI i A B M
dt
ω

ω= + − , 

де н
p

1

2745 21,14
130

ni
n

= = = . 

Ділимо рівняння на *
серI  і зводимо інтеграл 

до відомого: 

( )p i i i

d dt
i a b m

ω
ω

=
+ −

,                    (10) 

де * * * *
сер сер сер сер/ , / , /i i ia A I b B I m M I= = = . 

Рівняння (10) інтегруємо за нульових почат-
кових умов ( 0 0t ω= → = ) і після нескладних 
перетворень визначаємо кутову швидкість ЕД: 

( )( )p
p

p

1ii a t
i i

i

i b m e

i a
ω

− −
= ,                  (11) 

графік якої показаний на рис. 7 для інтервалу часу 
з t=0 до t=0,2 c.  

 

 
 

Рис. 7. Залежність синтезованої кутової швидкості 
корби від часу 

Fig. 7. Dependence of the synthesized angular velocity 
of the crank on time 

 
Для заданого технологічного навантаження 

і прийнятих допущень вал ЕД обертатиметься з 
усталеною кутовою швидкістю 1

у 313,6 cω ω −= = . 

У разі проведення динамічного синтезу без прий-
нятих допущень кутова швидкість протягом одно-
го оберту циклічно змінюватиметься в межах 

min maxω ω ω≤ < , але робитиме 2745 об/ хвn = . 
Кутова швидкість корби дорівнюватиме  

1
1 у p/ 14,85 сiω ω −= = . 
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Кутове пришвидшення вала ЕД для прийня-
тих спрощень обчислюємо за ( ) p

p
ii a t

i ii b m eε = −  і 

від часу 0,1 ct ≥  дорівнює нулеві ( у 0ε = ). У ви-
падку змінних зведених моментів інерції 

*
1( ) constI ϕ ≠  і сил опору *

M 1( ) constM ϕ ≠  кутове 
пришвидшення вала ЕД визначають числовим 
способом.  

 
1.6. Визначення внутрішніх зусиль у лан-

ках механізму 
Щоб раціонально сконструювати кінемати-

чні пари і самі ланки механізму, вибрати відповід-
ні матеріали, а за необхідності й види термічного 
оброблення, необхідно визначити зусилля (реак-
ції), які діють у кінематичних парах. У разі низь-
кошвидкісних механічних систем, коли сили і 
моменти сил інерції значно менші від корисного 
навантаження, зусилля в КП можна визначати без 
інерційного навантаження. У разі співрозмірних 
інерційного та корисного навантажень використо-
вують метод кінетостатики, для якого необхідно 
визначити пришвидшення мас механізму. 

 
1.6.1. Кінематичний аналіз 
Розглянемо усталений рух. За результатами 

динамічного синтезу отримано усталені кутові 
швидкості і пришвидшення, які задають рух корбі. 
Тому приймаємо 

1
1 у 1 у14,85 c ; 0ω ω ε ε−= = = = . 

Положення ланок обчислюємо за наведени-
ми вище залежностями (2), (3). 

Кутові швидкості ω  і пришвидшення ε  ла-
нок АВ і ВС обчислюємо за залежностями в розді-
лі «Структурна група І виду» [7]: 

( )
( )
( ) ( )
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2 2
3 3 3 2 2 2 3

2
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sin

cos cos
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v
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a l l
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ϕ γ
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ϕ ϕ

ψ ϕ ω ω ϕ ϕ
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ϕ ϕ

−
=

−

− + − −
=

−
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( )
( ) ( )

( )

2
3

3 2 3

2 2
2 3 3 2 3 2 2

3
3 2 3

cos
,

sin

cos cos
sin

A a

A A

v
l

a l l
l

ϕ γ
ω

ϕ ϕ

ψ ϕ ω ϕ ϕ ω
ε

ϕ ϕ

−
=

−

− + − −
=

−

 

де 2
у 1 у 1,A Av l a lω ω= =   

і 1 1/ 2,a aγ ϕ π ψ ϕ π= + = ±  ‒ модуль і кут нахилу 
векторів швидкості і пришвидшення КП А. 

Кінематичні характеристики центра ваги 
гонка S2 і коромисла S3 обчислюємо за залежнос-

тями, наведеними в розділі «Кінематика окремої 
точки» [7]: 

– координати: 
( ) ( )

2 21 1 2cos cos ;S ASx l lϕ ϕ= +  

( ) ( )
2 21 1 2sin sinS ASy l lϕ ϕ= + ; 

– швидкості:  

2

2

2

2 2( cos sin )
cos

A A AS
S

S

v l
v

γ ω ϕ

γ

−
= , 

3 3 3Sv l ϕ= ; 

– пришвидшення:  

2 2

2

2

2
2 2 2 2sin sin cos

sin
A A AS AS

S
S

a l l
a

ψ ω ϕ ε ϕ

ψ

− +
= , 

3

4 2
3 3 3Sa l ω ε= + ,  

де  

2

2

2

2 2

2 2

sin cos
arctg

cos sin
A A AS

S
A A AS

v l
v l

γ ω ϕ
γ

γ ω ϕ

+
=

−
  

і 2 2

2

2 2

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

sin sin cos
arctg

cos cos sin
A A AS AS

S
A A AS AS

a l l
a l l

ψ ω ϕ ε ϕ
ψ

ψ ω ϕ ε ϕ

− ⋅ +
=

− +
, 

3 3 30,5 sign( )Sγ ϕ π ω= +   

і 
3

3
3 2

3

arctgS
ε

ψ ϕ π
ω

= ± −  ‒ кути нахилу векторів 

швидкостей і пришвидшень точок S2 і S3 до осі 
абсцис.  

Кінематичні характеристики коромисла по-
казані на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 8. Кінематичні характеристики  
виконавчої ланки (коромисла) 

Fig. 8. Kinematic characteristics of the executive link 
(rocker arm) 

 
1.6.2. Кінетостатичний аналіз 
Сили взаємодії між ланками механізму і  

зрівноважувальний момент обчислюємо за залеж-
ностями [7], розділи 3 і 5. 
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Обчислюємо інерційні навантаження меха-
нізму. 

Сили тяжіння: i iG m g= , де і=1, 2 і 3 вказує 
на номер ланки; g = 9,81 м/с2 – пришвидшення 
вільного падіння.  

Сили і моменти сил інерції ланок:     

i iS i SF m a=  і 
i is i SM Iε= − . 

Розглядаємо групу Ассура ABC  (рис. 9). 
 

 
 

 
Рис. 9. Схема навантаження структурної групи АВС 

Fig. 9. Load diagram of the ABC type group 
 
Спочатку за загальними аналітичними за-

лежностями визначимо складові 23 23,x y  реакції 

23R  у внутрішній кінематичній парі В, які для на-
шої структурної групи матимуть такий вигляд: 

2 2 3в 3 3 2в
23

2 3 2 3

cos cos
sin( )
C Al M l M

x
l l

ϕ ϕ

ϕ ϕ

Σ + Σ
=

−
,  

   2 2 3в 3 3 2в
23

2 3 2 3

sin sin
,

sin( )
C Al M l M

y
l l

ϕ ϕ

ϕ ϕ

Σ + Σ
=

−
 

де 

2 2 2 2 22в 2 2 2cos sin( )A AS s AS s sМ G l F l Mϕ α ϕ= − + − +∑   

і 
3 3 33в 3 3 3 3 3 0cos sin( )C s s sМ G l F l M Mϕ α ϕ= − + − + +∑  ‒ 

суми моментів усіх відомих сил і моментів, які 
діють на ланку 2 відносно КП А і на ланку 3 відно-
сно КП С. 

Модуль 23R  вектора повної реакції в кіне-
матичній парі B  і кут 23α  його нахилу до осі абс-
цис обчислюємо за виразами: 

2 2
23 23 23 ,R x y= +   ( )23 23 23arctg /y xα = . 

Складові реакції в кінематичній парі A  об-
числюємо за виразами: 

21 23 2 в 21 23 2 в,x yx x F y y F= − − Σ = − − Σ , 

де 
2 22 в cos ,х s sF F α=∑  

2 22 в 2 siny s sF G F α= − +∑  ‒ 
сума проєкцій на осі координат відомих сил, що 
діють на ланку АВ. 

Модуль 21R  вектора повної реакції в кіне-
матичній парі A  і кут його нахилу 21α  обчислює-
мо так:  

2 2
21 21 21R x y= + ,        ( )21 21 21arctg /y xα = . 

Обчислюємо модуль 30R  вектора повної ре-
акції в кінематичній парі C  і кут його нахилу 30 :α  

2 2
30 30 30R x y= + ,    ( )30 30 30arctg /y xα = , 

де 30 23 3 в 30 23 3 в,x yx x F y y F= − Σ = − Σ ,  

3 33 в cosх s sF F αΣ = , 
3 33 в 3 siny s sF G F αΣ = − + . 

Розглянемо урухомчу ланку OA  (рис. 10). 
 

 
 

Рис. 10. Схема навантаження  
структурної групи ОА 

Fig. 10. Load diagram of type group OA 
 
На урухомчу ланку діють відомі сили 

1 12,G R  і невідома реакція 10 10, 10( )R x y  та зрівнова-

жувальний момент зрM . Реакція 12 21R R= −
r r

 за тре-

тім законом Ньютона, тобто 12 21R R= , 

12 21α α π= +  ‒ кут нахилу вектора 12R
r

 до осі абс-
цис. З рівняння рівноваги урухомчої ланки 

O 0MΣ =  обчислюємо значення зрівноважуваль-
ного моменту: зр 1 12 12 1sin( )M l R α ϕ= − − . 

З рівнянь рівноваги ланки 0xFΣ =   і  
0yFΣ =  обчислюємо складові реакції 10R : 

10 12 12cosx R α= − ,        10 1 12 12sin .y G R α= −  
За теоремою Піфагора обчислюємо вектор 

повної реакції у КП О:  
2 2

10 10 10R x y= + ,   ( )10 10 10arctg /y xα = . 
Отже, сили взаємодії між ланками визна- 

чені. 
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1.6.3.  Метод балансу потужностей 
Для перевірки правильності аналітичних 

обчислень використаємо метод балансу потужнос-
тей. Згідно з цим методом потужність зрівноважу-
вального моменту плюс сума потужностей усіх 
інших сил і моментів, які діють у механізмі (крім 
реакцій), мусить дорівнювати нулеві: 

зр
0M F MP P PΣ + Σ + Σ = ,                     (12) 

де FPΣ  – сума потужностей сил; MPΣ  – сума по-
тужностей моментів сил. 

З рівняння (12) визначаємо значення зрівно-
важувального моменту: 

зр б
1

SG F MP P P
M

ω

+ +
= − , 

 

де 
2 2 3 32 3sin( ) sin( )G S S S SP G v G vγ γ= − −  ‒ потужність 

сил тяжіння,  

2 2 2 2
cos( )

SF s S S SP F v α γ= − +
3 3 3 3

cos( )s S s SF v α γ+ −  ‒ 
потужність сил інерції,  

3 3 O 3 3sign( )M sP M Mω ω ω= −  ‒ потужність моментів 
сил. 

Кінетостатичний аналіз уважають проведе-
ним правильно, якщо похибка між зрівноважува-
льними моментами, отриманими різними спосо-
бами, дорівнює нулеві:  

зр зр б

зр б

100% 0
М М
М
−

∆ = ⋅ ≈ . 

На рис. 10 показані деякі результати кіне-
тостатичного аналізу. 

 
 

 
 

а                                           б                                              в                                              г 
а                                           b                                              c                                              d 

Рис. 10. Зрівноважувальний момент (а), похибка ∆ (б), годографи реакцій у КП О (в) і С (г) 
Fig. 10. Balancing moment (a), error (b), hodographs of reactions in KP O (c) and C (d) 

 
Висновки 

Виконання курсової роботи на сформульо-
вану тему дасть змогу: ширше залучати студентів 
до наукової роботи; знайомити студентів зі сучас-
ними комп’ютерними програмами високого рівня, 
які дозволяють не лише табулювати функцію, а й 
розв’язувати диференціальні рівняння і проводити 
наукові дослідження; розуміти роль кожного ме-
ханізму в кінематичному ланцюгу і вміти визнача-
ти його характеристики.  
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